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0 Hinweise zum Skript

Literatur

Zur Elektrodynamik gibt es eine Vielzahl von Biichern und Vorlesungsskripten. Wir werden uns

zum Teil orientieren an den folgenden beiden Vorlesungsskripten

o Vorlesungsskript zur Elektrodynamik von Arthur Hebecker (Heidelberg), zu finden hier.

o Vorlesungsskript zur Elektrodynamik (englisch) von David Tong (Cambridge), zu finden hier.
Weitere hilfreiche Literatur ist:

o Lehrbuch von Bjérn-Malte Schéfer (Heidelberg) hier.

e David J. Griffiths, “Introduction to Electrodynamics”.

e Thorsten Fliessbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, Springer.

o Wolfgang Nolting, Elektrodynamik, Band 3 Grundkurs Theoretische Physik

Mini-Ubung

Die beste Art, ein neues Thema in der Physik tatséichlich zu verstehen ist, selbst Rechnungen
dazu durchzufithren. Deshalb gibt es im Skript “Mini-Ubungen”, die nicht mehr als 5-10 Minuten
in Anspruch nehmen sollten, und die Thnen die Moglichkeit geben, sich wéhrend der Vorlesung

selbststédndig mit dem Stoff auseinanderzusetzen, statt nur dem Tafelanschrieb zu folgen.

Verstandnisfragen

Jedes Kapitel schlieit mit einer Reihe von Verstindnisfragen zum Stoff. Wenn Sie diese Fragen

selbststiandig beantworten kénnen, haben Sie einen guten Uberblick iiber den Stoff.

Ausblick

Vieles, was wir in diesem Semester lernen werden, kommt in Vorlesungen in spéteren Semestern
wieder. Dies sind einerseits physikalische Einsichten, die wir entwickeln werden, aber auch theo-
retische Konzepte und auch mathematische Methoden. Manchmal ist die Anwendung z.B. einer
konkreten Methode in der Elektrodynamik nicht besonders “spannend” und Sie fragen sich vielle-
icht, warum Sie Zeit damit verbringen sollte, wenn Sie diese Anwendung gar nicht interessiert.
Damit Thnen nicht entgeht, dass eine konkrete Methode oder auch ein Konzept jenseits der Elek-
trodynamik wichtige Anwendungen hat, gibt es im Skript Ausblicke auf Anwendungen, die Sie in
Zukunft noch sehen werden, und die Sie vielleicht “spannender” finden, als die Anwendung im
Elektromagnetismus. Im Allgemeinen kénnen Sie aber davon ausgehen, dass Ihnen alle physikalis-
chen Einsichten, theoretischen Konzepte und mathematischen Methoden aus dieser Vorlesung in
zukiinftigen Vorlesungen, moglicherweise in abgewandelter Form, noch einmal wiederbegegnen wer-

den.


https://www.thphys.uni-heidelberg.de/~hebecker/TP3/notes.pdf
https://davidtong.org/pdfs/teaching/electromagnetism/electro.pdf
https://heiup.uni-heidelberg.de/catalog/book/1055

1 Einladung zu dieser Vorlesung

1.1 Wo ist Elektrodynamik in der Beschreibung der Natur wichtig?

Es gibt in der Natur vier uns bekannte fundamentale Kréfte oder Wechselwirkungen, siehe Fig. 1.
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Figure 1: Die vier fundamentalen Kréfte dominieren auf verschiedenen Skalen. FEinen grofien
Bereich dominiert der Elektromagnetismus. Auf einem noch grofleren Bereich basieren fast alle
Beobachtungen auf elektromagnetischen Signalen.

Auf den allergrofiten uns bekannten Skalen —im Sonnensystem, in unserer Galaxie, der Milchstrafle
und im Universum als Ganzes — dominiert die Gravitation, beschrieben durch die Allgemeine Rel-
ativitdtstheorie. Am entgegengesetzen Ende, auf den kleinsten uns bekannten Skalen, der Planck-
skala, dominiert — so jedenfalls die theoretische Erwartung — auch wieder die Gravitation, aber
iiber ihre Quanteneigenschaften. Auf immer noch winzigen Skalen, die durch Teilchenbeschleu-
niger experimentell zuginglich sind, und ca. 107'm bis 107!'3m betragen, dominieren die starke
und schwache Wechselwirkung. Das sind die Skalen, die durch das Standardmodell der Teilchen-
physik beschrieben werden.

Auf allen dazwischenliegenden Skalen (also von der atomaren Skala tiber molekulare Skalen bis hin
zu Skalen der Biologie) ist der Elektromagnetismus die fundamentale Kraft. Auf atomaren Skalen
bestimmt der Elektromagnetismus, zusammen mit Eigenschaften der Quantenmechanik, die Wech-
selwirkungen von Atomen und Molekiilen, sowie ihre Struktur. Am Ende der Vorlesung werden
wir sehen, wie spektakuldr die klassische Elektrodynamik versagt, wenn es um die Erkldarung
der bloflen Existenz des Wasserstoffatoms geht — geschweige denn seiner Figenschaften. In der
Quantenmechanik kann die elektromagnetische Wechselwirkung aber konsisten erkldren, warum es
stabile Atome gibt und war ihre Eigenschaften sind. Das Periodensystem der Elemente und damit

die Chemie und viele Aspekte der Biologie folgen daraus.!

Auch wenn auf den gréfiten uns bekannten Skalen die Gravitation die dominierende Wechsel-
wirkung ist, so kommen doch fast alle unsere Informationen iiber diese Skalen aus elektromag-
netischen Signalen. Erst seit 2015 detektieren wir auch Gravitationswellen, und das "nur” fiir

relativ spezielle Systeme, ndmlich Binirsysteme sehr kompakter Objekte (Neutronensterne und

IDies sollte aber nicht missinterpretiert werden in dem Sinne, dass Chemie und Biologie “triviale” Folgen des
Elektromagnetismus sind. Im Gegenteil ist die konsistente Beschreibung von Systemen in der Chemie und Biologie
hochgradig nicht-trivial. Hier geht es nur um die Aussage, dass die fundamentale Wechselwirkung, die in all diesen
Systemen eine Rolle spielt, der Elektromagnetismus ist.



Schwarze Locher). Somit wiissten wir ohne die elektromagnetische Wechselwirkung und unser
Verstéindnis dieser Wechselwirkung extrem wenig iiber das Sonnensystem, die Milchstrafle und das

Universum als Ganzes.

Damit ist also klar, dass wir in dieser Vorlesung einen sehr zentralen Teil der Beschreibung der
Natur erarbeiten werden. Auch wenn es Aspekte geben wird, die schwierig zu verstehen sein
werden, so wird uns diese zentrale Bedeutung der Elektrodynamik hoffentlich iiber diese Heraus-

forderungen hinweg motivieren!

1.2 Elektrodynamik als “Blaupause”: Allgemeine Relativititstheorie,
Standardmodell der Teilchenphysik, Statistische Feldtheorie in der
Kondensierten Materie, Quantenfeldtheorie als Ursprung aller Struk-

tur im Universum...

Die Elektrodynamik ist nicht nur wichtig als Theorie einer der vier fundamentalen Wechselwirkun-
gen der Natur. Dariiber hinaus ist sie eine Art “Blaupause” fiir viele andere Theorien. Die
Allgemeine Relativitdtstheorie und die im Standardmodell der Teilchenphysik enthaltene schwache
und starke Wechselwirkung sind jeweils Verallgemeinerungen der Elektrodynamik. Konkret werden
Ideen wie die das Feldes, das Konzept der Eichsymmetrie, sowie die Formulierung einer relativistis-
chen Theorie Thnen in diesen Bereichen wiederbegegnen. Auch in der kondensierten Materie sind
Feldtheorien (hier auch oft nicht-relativistisch) von zentraler Bedeutung. Und sogar der Ursprung
aller Struktur im Universum wird verstanden durch Eigenschaften einer (Quanten-)feldtheorie.

Damit lernen wir in diesem Semester also nicht nur eine wichtige Wechselwirkung genau kennen,
sondern wir lernen auch die mathematische Sprache (mit der entsprechenden ”Grammatik” und
dem zentralen ”Vokabular”), um Theorien von fundamentalen Wechselwirkungen zu verstehen

(und vielleicht sogar einmal selbst entwickeln) zu kénnen.

1.3 Elektrodynamik und aktuelle Forschung

Warum sollte Sie die Elektrodynamik interessieren? Ist dariiber nicht schon lange alles bekannt?
Auf viele Fragestellungen trifft das vermutlich zu, aber trotzdem werden wir auch in der Elektro-
dynamik regelméflig auf aktuelle Forschungsfragen treffen. Dies ist im Vorlesungsskript gekennze-

ichnet und kann Thnen vielleicht als Inspiration dienen.



2 Elektromagnetische Wellen — Licht aus den Maxwellgle-

ichungen

2.1 Maxwell-Gleichungen

In diesem Semester werden wir mehrere Formulierungen der Maxwell-Gleichungen kennenlernen.
Physikalisch sind alle diese Formulierungen &quivalent. Jedoch sind sie in unterschiedlichen Vari-
ablen formuliert und veranschaulichen, dass die Beziehung der mathematischen Gréfen in Theorien
in der Physik zu den beobachtbaren (messbaren) Gréfen nicht immer direkt ist. Wir werden also
lernen, dass nicht jede mathematische Grofle in einer Theorie auch “real existiert”. Diese Unter-
scheidung wird insbesondere auch jenseits der Elektrodynamik relevant.

Wir starten mit einer Formulierung, in der die mathematischen Grofien relativ direkt messbaren
Groflen entsprechen, ndmlich der Formulierung iiber E— und B— Felder. In dieser Formulierung
wiederholen wir die Maxwell-Gleichungen (die Sie bereits aus der PEP2 Vorlesung kennen) und
ihre physikalische Bedeutung.

Wir beginnen mit dem Gaufi’schen Gesetz

—

V-E=L (1)
€0

wobei p die Ladungsdichte ist und

As

=8.854-10712 =
€0 Vm

ist die Permittivitdt des Vakuums (oder elektrische Feldkonstante). Hierin ist

S ’y 0 0 0
V- E=|2 =—FE,+—FE,+—F, 3
oay gy ox + ay yt+ Oz ( )

die Divergenz des Vektorfeldes. Anschaulich gesprochen misst die Divergenz, ob es in einem Vek-
torfeld Quellen oder Senken gibt.

Wir betrachten zur Veranschaulichung ein zwei-dimensionales Beispiel, ndmlich das Vektorfeld

- Ve 3
V= < > = (O) Dies ist konstant und hat deshalb weder Quellen noch Senken. In der Tat ist
Uy

.-

.. . v
Mini-Ubung 1. Betrachten Sie ein weiteres zweidimensionales Beispiel, namlich V' = < I) =
Uy

Yy
nen Sie danach V - V. Bestitigt sich Thre Uberlegung?

<x> . Skizzieren Sie das Vektorfeld und tiberlegen Sie, ob es Quellen oder Senken gibt. Berech-




Losung.  Sie finden die Skizze des Vektorfeldes in Fig. 2.
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Figure 2: Skizze des Vektorfeldes V= C)/w) = <z)
Y
Das Gaufi’sche Gesetz in Glg. (1) sagt also aus, dass die Quellen und Senken des elektrischen Feldes
die elektrischen Ladungen sind.
Im Gegensatz zum elektrischen hat das magnetische Feld keine Quellen und Senken?, d.h., die

zweite Maxwell-Gleichung lautet
V-B=0. (4)

Wir sagen, dass das magnetische Feld divergenzfrei ist.
Die ersten beiden Maxwellgleichungen beschreiben, wie sich elektrisches und magnetisches Feld
raumlich auf Grund von Quellen/Senken &ndern. Wir kénnen auf Basis von drei Argumenten

sehen, dass diese beiden Gleichungen noch nicht ausreichend sind.

1 Was ist mit den zeitlichen Anderungen? Bewegungsgleichungen fiir physikalische Systeme

beschreiben immer auch die zeitlichen Anderungen.

2 Und was ist mit rdumlichen Anderungen von E und é, die nicht durch die Divergenz

- V,
beschrieben werden? Als Beispiel nehmen wir V' = (Vx = ( Y ) Dieses Vektorfeld
Y —x

ist eindeutig nicht konstant, denn seine Komponenten héngen ja von z und y ab. Seine
Divergenz ist trotzdem Null, V-V = 0. Es sollte also auer der Divergenz noch eine zweite
Operation geben, die Anderungen der Felder beschreibt, und daher V in irgendeiner Form

benutzt.

2Forschungsausblick: Die experimentelle Suche nach magnetischen Monopolen, die Quellen des magnetischen
Feldes darstellen wiirden, hat bisher zu keiner Entdeckung gefithrt. Es gibt weiterhin experimentelle Suchen, z.B.
durch das MoEDAL-Experiment am CERN.



3 Durch Abzéhlen der Gleichungen sehen wir, dass uns noch etwas fehlen muss: E und B haben
insgesamt 6 Komponenten, aber V-B=0und V-E = p/eo sind jeweils nur zwei Gleichungen.
(Wichtig fiir die richtige Zahlweise ist, zu berticksichtigen, dass es keine Vektorgleichungen

sind, weil die Divergenz aus einem Vektor ein Skalar, also eine einzelne Grofie bildet.)

Klarerweise fehlen also noch Gleichungen, und zwar

VxE = 6 Faraday’sches Induktionsgesetz, (5)
VxB = J+ eo— (erweitertes) Ampere’sches Gesetz. (6)
Hierin ist J die Stromdichte und N
o = 1.257 - 10_6@ (7)
3

die magnetische Permeabilitdt des Vakuums.® Diese Gleichungen erfiillen unsere oben gestellten
Forderungen: Sie enthalten Zeitableitungen der Felder und liefern und Zusatzgleichungen.* Die
GréBe V x E beschreibt klarerweise eine rdumliche Anderung des Feldes, aber welche? Diese
Grofle heifit die Rotation von E, d.h., wir erwarten, dass sie misst, wie das Vektorfeld "rotiert”.
Anschaulich gesprochen: Wenn das Vektorfeld die Geschwindigkeit von Wasser in einem Bereich
eines Wasserbeckens beschreibt, dann impliziert eine nicht-verschwindende Rotation des Vektor-

feldes, dass ein mit-schwimmendes Teilchen in (nicht notwendigerweise geschlossenen) Kreisbahnen

— V,
schwimmt. Wir gehen zuriick zum Beispiel V' = VI (Y , das eine verschwindende Diver-
y —x
Vo Yy
genz hatte und erweitern auf drei Dimensionen V' = [ V,, | = [ —2 [. Dann berechnen wir
V. 0
3 5
o Ve =Vy 0
VxV=|-2V,-LZV.|=| 0 |. (8)
e
Yy~ 5 Ve -2

Dieses Ergebnis deckt sich mit der Intuition, was die Rotation eines Vektorfeldes bedeutet, siehe
Fig. 3.
Die 3. und 4. Maxwell-Gleichung beschreiben somit, wie sich Feldlinien des elektrischen und mag-

netischen Feldes winden, und diese Windung zu einer Anderung der Feldstirke in der Zeit fiihrt.

Einschub: Begriff des Feldes

Wir haben oben schon den Begriff des Felds benutzt, aber wollen ihn jetzt nochmal etwas genauer

einfithren. Ein Feld ist eine physikalische Grofe, die an jedem Punkt im Raum (bzw. in Raum und

Zeit) definiert ist. Ein erstes anschauliches Beispiel ist die Temperatur T'(Z), die an jedem Punkt

3Ein Kommentar zu Einheitensystemen: Es gibt auch ein Einheitensystem, in dem ey = 1 = pg gesetzt wird,
d.h., Sie finden in Literatur auch Formen der Maxwellgleichungen ohne diese Konstanten (aber mit Faktoren von
47. Wir werden versuchen, uns konsistent an ein Einheitensystem zu halten (oder es explizit zu markieren, wenn
wir das Einheitensystem wechseln).

4Ein Abzihlen der Gleichungen suggeriert jetzt, dass es eventuell zu viele Gleichungen sein kénnten, denn wir
haben jetzt insgesamt acht Gleichungen (geschrieben als zwei skalare Gleichungen und zwei Vektorgleichungen) fiir
die insgesamt sechs Komponenten der Felder. Wir werden aber sehen, dass es trotzdem nicht-triviale Lésungen gibt.
Die Struktur der Gleichungen wird auch spéter noch klarer werden.
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Figure 3: Wir zeigen die z — y—Ebene des Vektorfeldes V, fiir z = 0.

im Raum definiert ist. Ganz anschaulich: wenn Sie durch Heidelberg laufen, ist die Temperatur
an jedem einzelnen Punkt definiert; es gibt keinen Punkt “ohne Temperatur”.
Die Temperatur ist eine ein-komponentige Groe, d.h. sie besteht aus einer einzelnen Zahl pro
(Raumzeit-)Punkt. Es gibt aber auch Felder, die aus Vektoren, also gerichteten Grofien, beste-
hen. Wenn wir bei der Temperatur bleiben, dann ist ein Beispiel der Temperaturgradient, VI =
LT (z,y,2)
%T(x, y,2z) |- Um nicht nur den Betrag, sondern auch die Richtung anzugeben, braucht man
LT (z,y,2)
die drei Komponenten fiir die drei Richtungen des Raumes.

Beachten Sie, dass Vektorfelder nicht einfach beliebige 3-komponentige Objekte sind, sondern 3-
komponentige Objekte, die auf bestimmte Art und Weise unter Rotationen des Raumes trans-
x

formieren, ndmlich genau wie der Ortsvektor | y

z
Elektrisches und magnetisches Feld sind Vektorfelder, d.h., durch Betrag und Richtung definiert.

Bald werden wir das Konzept eines Vierervektors einfithren, der vier Komponenten hat und einen
Raumzeit-Vektor darstellt. Entsprechend werden wir dann auch ein Vektorfeld einfithren, das
durch einen Vierervektor dargestellt wird. Dies wird im Rahmen der Speziellen Relativitatstheorie

wichtig.

2.2 Herleitung der Wellengleichung aus den Maxwell-Gleichungen

Wir werden jetzt herleiten, wie sich aus den Maxwell-Gleichungen die Wellengleichung fiir elektro-
magnetische Wellen ergibt — wir werden also sehen, wie die Maxwell-Gleichungen Licht erkldren.
Dafiir betrachten wir die Maxwell-Gleichungen im Vakuum, also in der Abwesenheit von Quellen
und setzen daher

p=0, J=0. (9)



Damit folgt dann direkt, dass das E- und B-Feld divergenzfrei sein miissen,

V-E = 0, (10)
V-B = 0. (11)

Trotzdem erwarten wir, dass es nicht-verschwindende E- und B-Felder geben kann, denn

.o OF

B = —_— 12
V X Ho€o @t ) ( )
.. 0B
V X E = _E, (13)

sagen uns, dass zeitliche Anderungen in E eine Rotation in B hervorrufen (und umgekehrt). Wir
erwarten daher, dass es eine nicht-triviale Losung der Maxwell-Gleichung im Vakuum geben kann,
in der E und B sich gegenseitig hervorrufen, ohne dass sie durch Quellen erzeugt werden.

Wir kennen mit der Wellengleichung bereits eine Gleichung, die beschreibt, wie eine Gréfle sich
in Raum und Zeit bestdndig verédndert, ohne dass sie durch einen Quellterm erzeugt wird. Also
versuchen wir, aus den Maxwell-Gleichungen Wellengleichungen herzuleiten und deshalb nehmen
wir als erstes eine partielle Zeitableitung von Glg. (12) und erhalten

PE 0 0B

Hofo s = a(va) =V x e (14)

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass partielle Ableitungen nach Raum und Zeit vertauschen.
Da wir auf der rechten Seite nun ‘3(7—]? haben, liegt es nahe, als néchstes Glg. (13) einzusetzen. Damit
erhalten wir .
0’E - O
Hoco g = -V x (V X E) . (15)

Die rechte Seite konnen wir weiter umformen und zwar mit Hilfe der folgenden Identitét:
Vx (V% E) = ¥ (V- 5) - 2E, (16)

Diese Identitit wird in den Ubungen gezeigt. Hierin gilt, dass V - E ein skalarer (also einkom-
ponentiger) Ausdruck ist. V wirkt auf diesen skalaren Ausdruck als Gradient, d.h., misst die

Anderung des Skalars V - E in die verschiedenen riumlichen Richtungen. v (ﬁ . E) ist damit

> + 60722 ein Skalar, und wirkt auf den Vektor

82

- 2
wieder ein Vektor. Im zweiten Term ist V2 = a?? +

E.
Wir benutzen jetzt die erste Maxwell-Gleichung im Vakuum, also Glg. (10). Damit verschwindet

dy

der erste Term auf der rechten Seite von Glg. 16, denn V - E ist iiberall Null und damit ist auch
der Gradient dieser Grofle Null.
Wir erhalten

PE -
Ho€o 55 — V2E = 0. (17)

Dies ist die dreidimensionale Wellengleichung, d.h., eine Wellengleichung in den drei Raumdi-
mensionen x,vy, z. Gleichzeitig ist es eine Vektorgleichung, d.h., wir haben eine dreidimensionale
Wellengleichung fiir jede der drei Komponenten von E.

Wir bemerken, dass das negative Vorzeichen auf der rechten Seite von Glg. (13) entscheidend ist,

10



denn es bewirkt das negative Vorzeichen zwischen dem 02 und dem V2 Term. Ohne dieses negative

Vorzeichen wére die Differenzialgleichung keine Wellengleichung.

Damit haben wir nun etwas Uberraschendes erreicht, denn wir haben es geschafft, E von B zu
“entkoppeln”. Wir werden aber spéter sehen, dass E und B trotzdem nicht unabhéngig voneinander
sind, denn es missen ja weiterhin auch alle vier Maxwell-Gleichungen (10)-(13) gelten, und nicht
nur die daraus hergeleitete Wellengleichung. Die Konsequenzen, die sich daraus ergeben, und aus
den “elektrischen Wellen”, die die Losungen von Glg. (17) darstellen, “elektromagnetische Wellen”
machen, werden wir weiter unten noch genauer anschauen.

Analog zur Wellengleichung fiir E lisst sich eine Wellengleichung fiir B herleiten. Diese Herleitung

betrachten Sie in den Ubungen, und das Resultat ist

P2B =
Hoco =5 — V2B = 0. (18)

Zunichst betrachten wir die Wellengleichung fiir E genauer. In einer Wellengleichung beschreibt
der relative Faktor zwischen dem zeitlich und dem rdumlichen Term, wie schnell die Welle propagiert.
Dass an dieser Stelle in der Gleichung das Quadrat einer Geschwindigkeit stehen muss, sieht man
auch schon durch Betrachtung der Einheiten: (27722 hat Einheiten s=2 (in SI-Einheiten, in denen
Zeit in Sekunden gemessen wird) und Oﬁ% hat Einheiten m~2 (in SI-Einheiten, in denen Lingen in
Metern gemessen werden).

Diese Geschwindigkeit gibt uns méglicherweise Aufschluss {iber die physikalische Natur der Wellen,

die wir hier betrachten. Daher rechnen wir sie jetzt aus.

Mini-Ubung 2. Wie gro$ ist die Geschwindigkeit, die Sie in der Wellengleichung finden?
Welche Vermutung legt Thr Resultat nahe?

Losung.
N As
= 1.257-107°— -8.854 - 10712 =
HE A2 Vm
17 8
= L1307, (19)
wobei wir nutzen, dass folgende Beziehungen zwischen den Einheiten bestehen V = NT’” und
A=€,
Die resultierende Geschwindigkeit ist
Vioes "t =2.9979 - 108, (20)
S

Dies ist die Lichtgeschwindigkeit. Dieses Resultat legt die Vermutung nahe, dass elektromag-

netische Wellen nichts anderes als Licht sind.

In der Tat entspricht Licht elektromagnetischen Wellen. Aus den Maxwell-Gleichungen bekommen
wir also nicht nur eine Vereinheitlichung elektrischer und magnetischer Phanomene, sondern noch
eine zusétzliche Vereinheitlichung mit optischen Phénomenen.

Eine solche Vereinheitlichung — und damit einhergehende Reduktion in der Zahl der fundamentalen

physikalischen Gesetze — ist ein wichtiges Ziel in der Physik. Etwas vereinfacht gesagt: je mehr
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verschiedenartige physikalische Phénomene sich in Ubereinstimmung mit experimentellen Daten
und Beobachtungen aus einem fundamental Gesetz herleiten lassen, desto besser.

Nebenbemerkung: Die Vereinheitlichung setzt sich weiter fort: im Standardmodell der Teilchen-

physik wird der Elektromagnetismus mit der schwachen Wechselwirkung (also der schwachen
Kernkraft) vereinheitlicht zur elektroschwachen Theorie, die an Teilchenbeschleunigern durch ex-
perimentelle Resultate gestiitzt wird.

Forschungsausblick: Eine weitere Vereinheitlichung mit der starken Wechselwirkung zu einer grofien

vereinheitlichten Theorie (Grand Unified Theory) ist zwar theoretisch moglich, aber (noch?) nicht
nur durch experimentelle Resultate gestiitzt. Zwei Ansétze zur Quantengravitation, einerseits die
Stringtheorie und andererseits die Asymptotisch sichere Quantengravitation, fithren auch beide
zu einer Vereinheitlichung des Standardmodells mit der Gravitation, allerdings auf eine Art und

Weise, die sich zumindestens auf der mathematischen Ebene unterscheidet.

2.3 Losungen der elektromagnetischen Wellengleichung

Wir haben nun jeweils eine Wellengleichung fiir E und B. Bedeutet das, dass es unabhéngige
elektrische und magnetische Wellen gibt? Wie oben bereits angedeutet, lautet die Antwort “Nein”,
denn eine giiltige Losung muss natiirlich auch die urspriinglichen Maxwellgleichungen im Vakuum
erfilllen und die 3. und 4. Maxwellgleichung setzen E und B zueinander in Beziehung.

Kurz gesagt, gilt Folgendes:
Maxwell-Gleichungen im Vakuum = Wellengleichungen fiir E und B , (21)

aber nicht umgekehrt. Damit ist jede Losung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum auch eine
Losung der Wellengleichungen fiir E und B , aber das umgekehrte gilt nicht: nicht jede Losung der
Wellengleichungen fiir E und B ist eine Losung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum.

Die Losungen sind wegen der Verkniipfung von E und B durch die 3. und 4. Maxwellgleichung
elektromagnetische Wellen. Diese betrachten wir nun.

Wir betrachten ebene Wellen, deren Wellenfronten in einer Ebene propagieren. Wir wéhlen dazu
unser Koordinatensystem oBdA so, dass die ebenen Wellen in x— Richtung propagieren und nicht
von y und von z abhingen, d.h. 6yE" =0 = 0,E. Wenn wir die Unabhéangigkeit von y und von z

in die 1. Maxwellgleichung einsetzen, erhalten wir
V-E=0,E, +0,E, +0.E, =0 d,E, =0. (22)

Daraus folgt, dass F, = konst. Ein konstantes elektrisches Feld kénnen wir immer zu einer Losung
der Maxwell-Gleichungen im Vakuum hinzuaddieren und erhalten eine neue Lésung. Daher kénnen
wir oBdA E, = 0 wéhlen. In der Ebene, die orthogonal zur Propagationsrichtung steht, also in
unserem Fall der y — z-Ebene, haben wir nun eine Wahl. In dieser Ebene kann die Amplitude
entweder einfach in einer Richtung oszillieren; das nennen wir lineare Polarisation. Die Amplitude
kann in dieser Ebene auch eine Zeitabhéngigkeit aufweisen; das gibt uns elliptische oder zirkulére
Polarisation, zu der wir noch zuriickkommen werden.

Jetzt konzentrieren wir uns auf die lineare Polarisation, d.h. die Oszillation entlang einer einzelnen

Richtung. OBdA koénnen wir fiir diese Richtung die y-Richtung wéahlen. Daher suchen wir nun
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nach Losungen der Form
0
E=|E(x1) |, (23)
0

wobei E(x,t) die eindimensionale Wellengleichung erfiillt, d.h.

1 ?E  *F
il —_ == 24
2 ot2  0x? (24)
Die allgemeinste Losung dieser Gleichung ist von der Form
E(z,t) = f(x — ct) + g(x + ct). (25)
Mini-Ubung 3. Uberzeugen Sie sich davon, dass
E(z,t) = f(x — at) + g(x + at) (26)

eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung nur fiir o = ¢ ist. (In den Ubungsaufgaben
werden Sie kennenlernen, wie man Lichtkegelkoordinaten nutzen kann, um diese Losung

herzuleiten.)

Losung.
12 o o " "
S5~ 35 (f@—at) + gla+at) = (CQ —1> (f'@—at) +g"(@+at)),  (27)

wobei f” und ¢g” jeweils die zweite Ableitung nach dem Argument der Funktion bedeuten. Fiir
beliebige f und g ist jeweils die zweite Ableitung nicht Null (und auch f” # —g”), so dass
a? = ¢ folgt.

Wichtig ist hierbei, dass x und ¢ nicht als getrennte Argumente von f bzw ¢ auftauchen,
sondern dass f bzw. ¢ jeweils nur ein einzelnes Argument, ndmlich die Kombination =z — ct
bzw x + ct haben.

Hierbei beschreiben Funktionen mit dem Argument x+ ¢t nach links (zu kleineren z) propagierende
Losungen und Funktionen mit dem Argument x — ¢t nach rechts (zu groferen x) propagierende
Losungen. Warum das so ist, kann man z.B. graphisch sehen, s. Fig. 4.

Die wichtigste Klasse von Losungen der Wellengelichugn sind die monochromatischen ebenen
Wellen, die mit einer einzigen, konstanten Frequenz w oszillieren. (Wir benutzen ein kleines
griechisches omega fiir die Frequenz.) Warum das die wichtigste Klasse von Losungen ist, wer-
den wir noch genauer sehen, wenn wir in der Vorlesung auf Fouriertransformationen zu sprechen
kommen.

Zum Beispiel ist eine nach rechts propagierende, monochromatische ebene Welle, deren Phase bei
x =0 und ¢t = 0 Null ist, gegeben durch

E = Eysin (w (%—t)) (28)
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Figure 4: Wir zeigen eine Funktion f(x — ct) bei t = 0 (links) und die gleiche Funktion bei ¢t = 4
(rechts). Man sieht, dass es eine nach rechts (zu groferem x) wandernde Losung ist.

Dies wird oft geschrieben mit Hilfe der
Wellenzahl k, (29)

als
E = Eysin (kx — ct), (30)

so dass die folgende relativistische Dispersionsrelation gelten muss
w? =2 k2. (31)

Dabei ist eine Dispersionsrelation die Beziehung zwischen der Wellenzahl k, die die Haufigkeit von
Oszillationen im Raum (bei festgehaltener Zeit) zahlt und w die Frequenz in der Zeit. Warum
die obige Dispersionsrelation relativistisch heif3t, werden wir noch sehen, wenn wir zur Speziellen
Relativitatstheorie kommen.

2 = ¢2k? wird Thnen noch oft begegnen, denn sie

Ausblick: Die relativistische Dispersionsrelation w
kommt immer vor, wenn es darum geht, die Dispersionsrelation von masselosen Teilchen in relativis-
tischen Theorien zu beschreiben. Zum Beispiel gilt sie fiir alle Teilchen, die mit den fundamentalen
Wechselwirkungen assoziiert sind. Das Beispiel, was unserer Vorlesung am néchsten ist, sind Pho-
tonen, also die Quanten des elektromagnetischen Feldes. Die gleiche Dispersionsrelation gilt aber
z.B. auch fiir Gluonen, die Quanten der starken Wechselwirkung, oder Gravitonen, die Quanten
der Gravitationswechselwirkung. Im Gegensatz beschreibt w ~ k? eine nicht-relativistische Dis-

persionsrelation, die z.B. in Feldtheorien, wie sie in kondensierter Materie genutzt werden, auftritt.

Wir wiederholen die Nomenklatur, die mit monochromatischen, ebenen Wellen assoziiert ist und

die Sie vermutlich schon aus fritheren Vorlesungen kennen:

e w ist die Winkelfrequenz. Die Frequenz ist
f==— (32)

und misst, wie oft pro Zeiteinheit ein Wellenmaximum an einem festen Ort vorbeikommt.
Wir benutzen fast durchweg w und bezeichnen diese Grofle oft auch etwas verkiirzt als die

Frequenz.
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o Die Oszillationsperiode, d.h., die Dauer zwischen zwei Maxima ist

27
T=—. 33
- ()
o Die Wellenldnge ist
27
A= — 34
k ’ ( )

und das elektromagnetische Spektrum umfasst alle Werte von A, mit A € [~ 3.9 - 10" m, ~
7-10~"m] dem sichtbaren Teil des Spektrums

o Ej ist die Amplitude der Welle.

Wir haben bis jetzt nur das E-Feld betrachtet und nehmen jetzt noch das B-Feld hinzu. Wie wir in
den Ubungen herleiten werden, gilt fiir B die gleiche Wellengleichung, wie fiir E , d.h., wir kénnen
die gleichen Losungen hinschreiben. Auf Basis der beiden Wellengleichungen gibt es zunéchst noch
keinen Zusammenhang zwischen E und B. Wir haben aber schon betont, dass die Wellengleichun-
gen aus den Maxwell-Gleichungen folgen und nicht umgekehrt. Daher ist eine Losung der Wellen-
gleichungen nicht automatisch auch eine Losung der Maxwell-Gleichungen. Welche zusétzlichen

Zusammenhéinge die Maxwell-Gleichungen implizieren, werden wir jetzt gleich sehen.

BO,a:
Wir betrachten auch fiir B eine monochromatische, ebene Welle, deren Amplitude | By, | und
BO,Z
Wellenvektor & B wir aber noch nicht kennen. Wir schreiben also
BO,x
B=| B, -sin(kB P — wgt + cp), (35)
BO,z
x
wobei 7= [ ¢ | ist und ¢ eine Phase ist. Es gilt w% = E]QB c? als Dispersionsrelation, damit B die
z

Wellengleichung erfiillt. Nun benutzen wir die drei Maxwellgleichungen, in denen B vorkommt.

Zunéachst benutzen wir

S o 1 0E
VxB = ——
x 2 Ot
BO,x 0
= kg x By, cos(EB T —wpt + go) = 7;} Ey |- cos(kx — wt). (36)
c
By, 0

Aus dieser Gleichung lernen wir zwei Dinge: Erstens muss die Gleichung fiir alle 77 und alle ¢ gelten.

Das kann nur gelten, wenn die beiden oszillierenden Anteile gleich oszillieren. Damit muss ¢ = 0
k

sein und wp = w, sowie kg=|0]|= E, d.h., die beiden Wellen propagieren in die gleiche Richtung
0
(die durch k festgelegt wird) und sind in Phase.
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Zweitens muss auch der vektorielle Teil der Gleichung gelten; daraus lernen wir, dass | Ej

0
senkrecht auf k¥ und B steht. Damit lernen wir, dass By, = 0 sein muss.
Wir wissen auch bereits, wenn wir den Betrag der Gleichung benutzen, dass |B| = 2 |E| = £|E|
gilt.
Als néchstes benutzen wir die Divergenzfreiheit von B und erhalten
V-B = 0 (37)
=k -Byy = 0. (38)
By » 0
Daher bekommen wir | By, | = 0
BO,Z BO,Z

Da wir weiter oben schon die Amplitude von B bestimmt haben, als wir noch nicht wussten, ob
es auch eine y-Komponente gibt, kénnen wir jetzt dieses Ergebnis nutzen um

By, = —Eg (39)

k
w
zu folgern.

Als letzten Schritt mochten wir nun iiberpriifen, dass diese, jetzt vollstdndig bestimmte Form von
E und B konsistent mit allen Maxwellgleichungen ist und setzen daher in die noch iibrige Gleichung
- o 0B

VxE = —— 40
—, (40)
ein. Diese ist automatisch erfiillt, d.h., wir haben jetzt Losungen der Wellengleichung, die auch

Losungen aller vier Maxwellgleichungen sind.

Damit erhalten wir also, dass fiir eine ebene elektromagnetische Welle
a) E und B beide nicht-verschwindend sein miissen.

b) Die rdumlichen Oszillationen von E und B durch den gleichen Wellenvektor k beschrieben
werden miissen. Wegen der Dispersionsrelation, die beide erfiillen miissen, um jeweils ihre
Wellengleichung zu erfiillen, sind dann auch ihre zeitlichen Frequenzen miteinander verkniipft.

AuBerdem miissen die Oszillationen von E und B in Phase sein.

c) E und B wegen der Divergenzfreiheit beider Felder jeweils orthogonal zu k sein, dass die

Propagationsrichtung der Welle beschreibt.

d) E und B miissen senkrecht aufeinanderstehen; E, B und —E bilden ein rechtshéndiges Sys-

tem.

Damit gilt insgesamt die folgende Skizze fiir monochromatische, ebene elektromagnetische Wellen,
s. Fig. 5.
Ausblick: Dass elektromagnetische Wellen orthogonal zur Ausbreitungsrichtung oszillieren und

nicht longitudinal iibersetzt sich in der Quantenbeschreibung von Licht, der Quantenfeldtheorie
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Figure 5: Ebene elektromagnetische Wellen propagieren, indem E und B senkrecht aufeinander
und senkrecht _r:}ui der durch k beschriebenen Propagationsrichtung stehen und in Phase oszillieren.
Konkret gilt: k, B und —F bilden ein rechtshdndiges System.

fir Elektromagnetismus, in die Aussage, dass das Photon masselos ist.

Bemerkung: Die Maxwellgleichungen und damit die daraus resultierenden Wellengleichungen sind
linear in E und B. Daher gilt das Superpositionsprinzip: Sie konnen beliebige Losungen aller Gle-
ichungen addieren und erhalten eine neue Losung. Physikalisch ist diese Eigenschaft zentral, denn
sie bedeutet, dass Lichtstrahlen nicht miteinander wechselwirken und Lichtstrahlen, die in unter-

schiedliche Richtungen den Vorlesungssaal durchqueren, einfach durcheinander durch passieren.

Es gibt eine tiefe mathematische Begriindung, warum Licht nicht mit Licht wechselwirkt, und die
liegt in der Gruppentheorie. Gruppen beschreiben in der Physik Symmetrien und Elektromag-
netismus hat eine U(1) Symmetrie, die wir in der Vorlesung noch kennenlernen werden. Diese
Symmetrie l&sst es zu, dass Licht keine Wechselwirkungen mit sich selbst hat.

Ausblick: Diese tiefe mathematische Struktur ist anders fiir die drei anderen fundamentalen Kréfte.
Gravitonen wechselwirken mit Gravitonen (d.h., Gravitationswellen wechselwirken mit anderen
Gravitationswellen und es ist nur im Regime sehr kleiner Gravitationswellenamplituden (wie sie
bei uns, ausgesendet von Bindrsystemen von Schwarzen Lochern, ankommen) moglich, diese Selb-
stwechselwirkungen zu vernachlissigen. Ebenso haben die Bewegungsgleichungen fiir die anderen
fundamentalen Wechselwirkungen in der Teilchenphysik, ndmlich die starke und die schwache
Wechselwirkung, Nicht-Linearitdten. Die Teilchen, die in der Quantentheorie diese Wechselwirkun-
gen vermitteln, wechselwirken also auch mit sich selbst. Es gibt eine tiefe, gruppentheoretische
Begriindung, warum sie das tun maissen.

Wir halten also fest: dass Licht nicht mit Licht wechselwirkt (was eine ganz fundamental wichtige
Eigenschaft von Elektromagnetismus ist und fiir unser Alltagsleben extrem relevant), ist kein Zufall
und keine willkiirliche Wahl, die wir treffen. Statt dessen hat dies mit den fundamentalen mathe-
matischen Strukturen der Maxwell-Gleichungen zu tun. Mehr hierzu lernen Sie in den Vorlesungen

zur Quantenfeldtheorie.
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Ausblick: Wenn man beriicksichtigt, dass geladene Materie (also z.B. Elektronen) Quanteneigen-
schaften haben, kann man (im Rahmen der Quantenfeldtheorie) ausrechnen, dass es sehr kleine
nicht-lineare Korrekturen zu den Maxwellgleichungen gibt. Diese werden beschrieben durch den
Euler-Heisenberg-Lagrangian und sind durch Licht-Licht-Streuung erst kiirzlich am LHC nachgewiesen
worden.

Aktuelle Forschungsfrage: Die Streuung von Licht an Licht auch an Hochintensitétslasern nach-

weisen zu konnen ist ein aktuelles Ziel von experimenteller Forschung.

Bemerkung: Rein praktisch ist es einfacher, mit komplexen Exponentialfunktionen zu rechnen, als

mit Sinus und Cosinus. Daher erweitern wir oft wie folgt:
E = Eysin(kz — wt) — E = Ege'ke=wt), (41)

Dabei ist klar, dass ein komplexes elektrisches Feld natiirlich nicht physikalisch sein kann. Physikalisch

sind jeweils nur der Real- und Imaginérteil fiir sich genommen, wobei gilt
etk2=wt) — cos(kx — wt) + isin(kz — wt). (42)

Es gilt auch, dass von einer komplexen Losung der Maxwell-Gleichungen jeweils Real- und Ima-
ginérteil fiir sich genommen auch die Maxwellgleichungen eriillen, daher ist diese Erweiterung sin-
nvoll. Wir miissen uns allerdings merken, dass Groflen, die nicht linear in E und B sind, wie z.B.
die im elektromagnetischen Feld gespeicherte Energie (die durch den Poynting-Vektor beschrieben
wird), erst ausgerechnet werden diirfen, nachdem wir den Realteil (oder Imaginérteil) von E und

B isoliert haben.

Zum Abschluss unserer Diskussion von elektromagnetischen Wellen kommen wir noch auf die
Polarisation zuriick. Bei einer ebenen Welle, deren Ausbreitungsrichtung durch k gegeben ist, liegt
die Amplitude des E-Feldes in der Ebene, die senkrecht zu k ist. Wir spannen diese Ebene auf

durch zwei Vektoren, €; und €5 und kénnen dann eine ebene Welle schreiben als
E = Re ((Elgl + Eggz) 61.(];';_0)0) . (43)

Dabei sind F7 und F» die maximalen Amplituden in Richtung €; und €. Im einfachsten Fall, dem
Fall von linearer Polarisation, sind F1 und Es reell (oder rein imaginér); im allereinfachsten Fall ist
dann zusétzlich entweder E; oder Es Null, und die ebene Welle oszilliert nur in der entsprechend
anderen Richtung.

Den Fall von zirkularer Polarisation bekommen wir fiir Fo = +iF;. Dann ist die Amplitude des

Feldes konstant, aber sie rotiert in der €1-é»-Ebene. Dies betrachten wir einmal genauer:

E = Re ((E1€1 +iB,E) ei(’z"f—wt)) (44)
= Re ((E1€1 tiFé) - (cos(E-F—wt) +isin(E-F—wt))) (45)
= FEie; w:os(l?f’—wt) F Eiés 'sin(E'F—wt). (46)
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Figure 6: Wir zeigen eine in z-Richtung propagierende, zirkuldr polarisierte Welle. Oben rechts
sehen wir nur das elektrische Feld, dessen Amplitude konstant ist, und innerhalb der y — z— Ebene
rotiert. Das dazugehorige B-Feld steht immer orthogonal auf dem k-Vektor und dem E-Feld und
rotiert daher auch.

Betrachten wir diesen Ausdruck bei einer festen Zeit, z.B. der Einfachheit halber bei ¢ = 0. Dann
sehen wir, dass der Anteil in €>-Richtung gerade um 7/2 phasenverschoben gegeniiber dem Anteil

in €1-Richtung ist. Es ergibt sich insgesamt das Bild in Fig. 6.

2.4 Verstiandnisfragen zu diesem Kapitel

Die folgenden Fragen zu den wichtigsten Ergebnissen in diesem Kapitel sollen Thnen helfen, sich
einen Uberblick iiber den Stoff zu verschaffen und zu iiberpriifen, ob Sie die wichtigsten Konzepte
verstanden haben oder in der Vorlesung/im Tutorium dazu noch Fragen stellen wollen.

Die Antworten zu diesen Fragen finden Sie im Skript.
a) Wie funktioniert die Herleitung der Wellengleichung aus den Maxwell-Gleichungen?

b) Wie sieht jeweils eine zu grieren und zu kleineren z-Werten propagierende Losung der Wellen-

gleichung aus?

¢) Ist jede Losung der Wellengleichung auch automatisch eine Losung der Maxwell-Gleichungen?

Warum bzw. warum nicht?

d) Wie stehen bei ebenen Wellen der Wellenvektor k und das E- und B- Feld aufeinander?

Skizzieren Sie eine ebene elektromagnetische Welle.

e) Was sind lineare und zirkuldre Polarisation?
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3 Spezielle Relativitatstheorie

3.1 Motivation: Die Lichtgeschwindigkeit ist eine besondere Geschwindigkeit

Wir werden zur Wellengleichung fiir elektromagnetische Wellen spéter in ther Vorlesung wieder
zuriickkehren. Zunéchst nehmen wir die Tatsaeche, dass elektromagnetische Wellen im Vakuum
mit Lichtgeschwindigkeit propagieren, zum Anlass, um die relativistische Formulierung der Elek-
trodynamik einzufithren.

Die Spezielle Relativitatstheorie beruht auf dem Axion — unterstiitzt durch Experimente wie z.B.
das Michelson-Morley-Experiment — dass die Lichtgeschwindigket fiir alle inertialen (also mit gle-
ichformiger Geschwindigkeit gegeneinander bewegten) Beobachter:innen gleich ist. Dies ist anders
fiir andere Geschwindigkeiten, wie wir aus unserer Alltagserfahrung kennen: eine Fahrradfahrerin,
die gegeniiber einer Person, die auf einer Bank sitzt, gleichformig (also unbeschleunigt) mit 30 km/h
unterwegs ist, ist gegeniiber einem Fahrradfahrer, der selbst mit 25 km/h in die selbe Richtung
unterwegs ist, nur mit 5 km/h unterwegs. Die 30 km/h gegeniiber der Person auf der Parkbank
sind also keine besondere Geschwindigkeit und verschiedene inertiale Beobachter:innen ordnen der
Fahrradfahrerin unterschiedliche Geschwindigkeiten zu, je nachdem, wie schnell sie selbst gegeniiber
der Person auf der Parkbank unterwegs sind.

Wenn nun aber die Fahrradfahrerin ihre Fahrradlampe ausschaltet, und wir kurz annehmen, dass
die gesamte Situation sich im Vakuum abspielt, dann gilt: Die Fahrradfahrerin, die Person auf
der Parkbank und der Fahrradfahrer messen fiir die Geschwindigkeit, mit der sich das Licht der
Fahrradlampe ausbreitet, alle den gleichen Wert von ¢ = 2.9979 - 108m/s, siehe Fig. 7.

Basierend auf diesem Axiom, ndmlich dass die Lichtgeschwindigkeit fiir alle inertialen Beobachter:innen

gleich ist, werden wir die Spezielle Relativitatstheorie herleiten. Als Teil des mathematischen For-

30km/h

Skm/h @
MO%—O%

30km/h

Skm/h o <
fﬂ&(}‘e 0‘6

Figure 7: In der oberen Illustration sieht man, dass die Geschwindigkeit der griinen fahrradfahren-
den Figur von verschiedenen inertialen Beobachter:innen mit unterschiedlichen Werten gemessen
wird. Dies gilt nicht fiir die Lichtgeschwindigkeit, die von allen inertialen Beobachter:innen als
c=2.9979 - 10%m/s gemessen wird (untere Illustration).
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malismus werden wir dabei Vierervektoren kennenlernen. Diese sind konzeptionell und auch in
ihrer Notation am Anfang oft etwas herausfordernd — genauso wie das Lernen einer neuen Gram-
matikregel beim Lernen einer neuen Sprache manchmal herausfordernd sein kann. Die Bedeutung
des Konzepts eines Vierervektors (und der damit einhergehenden Notation) fiir die Physik kann
aber kaum unterschitzt werden. Die Quantenfeldtheorie, Allgemeine Relativitatstheorie und alle
Anwendungen (in Teilchenphysik, Kosmologie, Physik Schwarzer Locher) bauen hierauf auf. Es ist

die Miihe, die das Lernen dieses Konzepts mit sich bringt, also wert :)
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